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Grundsatzfrage 8

- ... elementare Potenz- und Wurzelgleichungen lésen (auch ohne Hilfsmittel).
- ... elementare Exponential- und Logarithmusgleichungen lésen (auch ohne Hilfsmittel).

- ... elementare Betragsgleichungen I6sen (auch ohne Hilfsmittel).

Hannes Bohi (HSR Rapperswil)
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Aufgabe 1 (Lésen von Gleichungen durch Potenzieren bzw. Logarithmieren: Gegeniiberstellung)
Losen Sie jede der folgenden Gleichungen nach x auf:

a) X¥** =5 b) 34" =5 c) log,,(x) =5 d) log,(34) =5
Ldsung
a x** =5 Beide Seiten der Gleichung potenzieren mit L
1
o x=5%
b) 34" =5 Logarithmieren mit In oder log (=log,,) oder log,,

oder Logarithgmus mit irgendeiner Basis b >0 und b =1

& x-InGB4) = hE) o x = 1O

In(3.4)
_ _ _log(5)
< X-1og(3.4) = log(5) < x = I0g(3.4)
o X = |Og3_4(5) _ In(5) _ log(5) _ _log,(5)

n@4) — Tog(34) — Tog,(3.4)

c) log,,(x) =5 < x =34

1
d) log,(34) =5 o x*=34 < x=34"
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Aufgabe 2 (Wurzelgleichung)
Losen Sie nach x auf:  3(x+4) = 5.4 x*+8x

Ldsung

3(x+4) =54 x*+8x

& 9(x+4)% = 25(x°+8X) A x+4>0

Die Zusatzbedingung x +4 >0 ergibt sich aus der ersten Gleichung, weil dort die rechte
Seite > 0 ist. Aus der zweiten Gleichung erhdlt man nun wieder die erste, indem man auf beiden
Seiten des Gleichheitszeichens die Wurzel zieht. Auf der linken Seite erhélt man dann

nur falls x+4>0
JOx+4)? =9 -\ (x+4)? =3-[x+4] = 3(x+4)

Um von der zweiten Gleichung wieder auf die erste zu kommen, ist also die Zusatzbedingung
X + 4 > 0 unerlasslich.

9(x? +8x+16) = 25x*+200x A X>-4
0 = 16x°+128x—144 A x> -4
X*+8X-9 =0 A Xx>-4

xX+9)(x-1) =0 A x>-4

xe{-9;1} A x>-4

x=1

g 000 0¢0

Aufgabe 3 (Logarithmische Gleichung)

2
Berechnen Sie x aus 7% " = 2
Ldsung
2
79 Ist ein Exponent ein Ausdruck in der Unbekannten, sollte nach Mdglichkeit
logarithmiert werden.
X2+3x 2
s n(7%) = mE o (E+39:In@) = hE)
2 _ In(2) 2 In(2) _
= X+3X_W = X+3X_W_O
In(2) In (16)
-3+ ,/9-4. In(7) -3+ ,./9 - In(7)
S X o= =

2 2
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Aufgabe 4 (Exponentialgleichung)
=
Berechnen Sie x aus 2 =11
Stelle dabei x allein mit Hilfe der Logarithmusfunktion In dar.
Ldsung
S
2 =11 Ist ein Exponent ein Ausdruck in der Unbekannten,
sollte nach Mdglichkeit logarithmiert werden.
o 397.n@) = Inay Logarithmieren
=S In(3(6x)) + In(In(2)) = In(In(11)) Logarithmieren hilft hier nicht weiter!
< 6°-In(d) = In(In(11)) — In(In(2)) Logarithmieren
& In(6") + In(In(3)) = In(In(In(L1)) - In(In(2))) Logarithmieren
& x-In(6) = In(In(In(11)) - In(In(2))) — In(In(3))

In(ln(ln(ll)) - In(In(2))) — In(In(3))
In(6)

0

Selbstverstandlich gibt es verschiedene Lésungsvarianten. So kénnte man etwa die zweite Gleichung

zuerst durch In(2) teilen:

3% In(2) = In(L)
3(6x) _ I

= ) Logarithmieren
& 6°In(3) = I )

I/ In@Y)
o 6° = % Logarithmieren

I/ In1)
o x-In(6):In(Mj

in(3)
In[ |In(11)J j
n(2)
'”( n(3)
PN _
In(6)

Der Nachteil bei dieser Darstellung sind allenfalls die vielen Bruchstriche. Weiterer Losungsweg:

)

2 ~11 & 3% = log,(11) < 6" = log, (log, (11))

I/ Ina)
o 58]
In(6)

e X = log,, (log, (log, (11))) =
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Aufgabe 5 (Exponentialgleichung)

Berechnen Sie x aus 9*+2.3* =8

Losung
3.9* = 7.3 -2 Beachte: 9% = (3%)* = 3%* = (3")?
o 3:(3)Y-734+2=0 quadratische Gleichung fir 3"
o 3X:7im:7i5:{2
6 6 1
o F=2v3F=3" Logarithmieren
< x-In(3) =1In(2) v x =-1
X = % v X =-1
Aufgabe 6 (Exponentialgleichung)
Berechnen Sie x aus 2* +32.27% =12
Losung
2 +32.27 =12 Multiplikation mit 2*
o (2% +32=12.2" quadratische Gleichung fiir 2"
o (292 -12-2°+32=0
& (2-4)(2*-8) =0
& 28=4v 28 =8
& X=2v x=3

Vorbemerkung zu den Aufgaben 7 und 8

a, falls a=0

Fur reelle Zahlen a gilt: | /a® =|a| = Abstand der Zahl a vom Ursprung =
: 2] Pring {—a, falls a <0

Aufgabe 7

Vereinfachen Sie: / x? —x

L6sung

5 0, nurfalls x>0
VX=X =|X|-X =

—2x, falls x<0
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Aufgabe 8 (Betrags-Gleichungen und Betrags-Ungleichungen)

a) Berechnen Sie alle Zahlen x, welche die folgende Gleichung erflllen: |x-3| =5

Losung
|x-3| =5
& x—=3=145 Es gibt 2 Zahlen, die den Betrag 5 und somit von 0
den Abstand 5 haben, ndmlich 5 und —5.
< Xx-3=5v x-3=-5 X ist somit um 5 grosser oder um 5 Kleiner als 3, d.h.
X hat von 3 den Abstand 5.
& XxX=8v x=-2 Dies ist eine erste Darstellung der Lésungen 8 und — 2.
& Xe {—2 ; 8} Eine weitere Moglichkeit: Zusammenfassung der beiden

Losungen 8 und —2 in einer Menge (LOsungsmenge)

Abstand 5 Abstand 5
e S —

| | | >
-2 3 8

b) Berechnen Sie alle Zahlen x, welche die folgende Ungleichung erfiillen: |2x+3| < 7
Geben Sie die Losungsmenge mit Hilfe von einem oder mehreren Intervallen an.
Losung

Betragsstriche kdnnen immer entweder weggelassen oder durch Klammern mit Faktor (1) vor

der ersten Klammer ersetzt werden, je nachdem die Zahl zwischen den Betragsstrichen positiv
oder negativ ist. In diesem Fall gilt

oys3 2x+3 , falls 2x+3>0
X+3| =
| | —(2x+3), falls 2x+3<0 [2x+3<0 ware hier auch richtig]

Aus diesem Grund unterscheiden wir zwei Falle:

1. Fall: Fir die gesuchte Zahl x gelte 2x+3 > 0 undsomit x > -2, d.h. wir suchen zuerst

im Intervall [—% ; oo[ nach Zahlen x, welche die gegebene Ungleichung erfiillen:

[2x+3| <7 A 2x+3>0

= 2x+3<7/\x2—% =N 2x<4/\x2—% S OX<2 A X2—
:2)

2. Fall: Fur die gesuchte Zahl x gelte 2x+3 < 0 undsomit x < —%, d.h. wir suchen jetzt

im Intervall ]—oo ; —%[ nach Zahlen x, welche die gegebene Ungleichung erfillen:

Nojw

NoJw

& xe[-3:;2[ oderanders geschrieben: xe|-
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[2x+3| <7 A 2x+3<0

& —(2x+3) <7 A x<-3 & -2x<10 A X<-3 & X>-5 A X<-

2
N XE]—5;—%[

Schlussresultat: xe |-5;-3[ U[-3;2[ , dh. xe]-5;2]
Der Losungsweg und das Resultat lassen sich noch optisch veranschaulichen:

YA
y=|2x+3| y=]|2x+3|

|
a1
Njw
o
N
>

y=2x+3 y=-2x-3

3

2
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